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REPRE´SENTATIONS POTENTIELLEMENT
TRIANGULINES DE DIMENSION 2
par
Laurent Berger & Gae¨tan Chenevier
Re´sume´. — Les deux re´sultats principaux de cette note sont d’une part que si V est une
repre´sentation de GQp de dimension 2 qui est potentiellement trianguline, alors V ve´rifie au
moins une des proprie´te´s suivantes (1) V est trianguline de´ploye´e (2) V est une somme de
caracte`res ou une induite (3) V est une repre´sentation de de Rham tordue par un caracte`re,
et d’autre part qu’il existe des repre´sentations de GQp de dimension 2 qui ne sont pas
potentiellement triangulines.
Abstract. — The two main results of this note are on the one hand that if V is a 2-
dimensional potentially trianguline representation of GQp then V satisfies at least one of
the following properties (1) V is split trianguline (2) V is a direct sum of characters or
an induced representation (3) V is a twist of a de Rham representation, and on the other
hand that there exists some 2-dimensional representations of GQp which are not potentially
trianguline.
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Introduction
Dans le cadre de la correspondance de Langlands p-adique, Colmez a introduit dans
[Col08] la notion de repre´sentation p-adique trianguline et a de´montre´ plusieurs pro-
prie´te´s importantes de ces objets. Ses constructions ont e´te´ reprises et ge´ne´ralise´es par
Nakamura dans [Nak09]. La de´finition de Colmez peut se faire en termes des « (ϕ,Γ)-
modules sur l’anneau de Robba » de Fontaine et Kedlaya ou bien en termes de « B-
paires ». Dans cette note qui est un comple´ment a` [Col08] et [Nak09], nous avons choisi
de travailler avec les B-paires, qui sont plus commodes par certains aspects. A partir de
maintenant, K est une extension finie de Qp et GK = Gal(Qp/K).
LesB-paires sont des objets introduits dans [Ber08] qui ge´ne´ralisent les repre´sentations
p-adiques, et la cate´gorie des B-paires est alors e´quivalente a` celle des (ϕ,Γ)-modules
sur l’anneau de Robba. Pour de´finir les B-paires, on utilise les anneaux B+dR, BdR et
Be = B
ϕ=1
cris de Fontaine. Notons que ces trois anneaux sont filtre´s et que leurs gradue´s
respectifs sont Cp[t], Cp[t, t
−1] et {P ∈ Cp[t
−1] tels que P (0) ∈ Qp}.
Si D est un ϕ-module filtre´ qui provient de la cohomologie d’un sche´ma X propre et
lisse sur OK , alors le ϕ-module sous-jacent ne de´pend que de la fibre spe´ciale de X (c’en
est la cohomologie cristalline) alors que la filtration ne de´pend que de la fibre ge´ne´rique
(c’est la filtration de Hodge de la cohomologie de de Rham, dans laquelle se plonge la
cohomologie cristalline). Si V = Vcris(D), alors on voit que Be ⊗Qp V = (Bcris⊗K0 D)
ϕ=1
ne de´pend que de la structure de ϕ-module de D et de plus, les ϕ-modules D1 et D2 sont
isomorphes si et seulement si les Be-repre´sentations Be ⊗Qp V1 et Be ⊗Qp V2 le sont. Par
ailleurs, B+dR⊗Qp V = Fil
0(BdR⊗K0 D) et les modules filtre´s K⊗K0 D1 et K⊗K0 D2 sont
isomorphes si et seulement si les B+dR-repre´sentations B
+
dR ⊗Qp V1 et B
+
dR ⊗Qp V2 le sont.
L’ide´e sous-jacente a` la construction des B-paires est d’isoler les phe´nome`nes lie´s a` la
« fibre spe´ciale » et a` la « fibre ge´ne´rique » en conside´rant non pas des repre´sentations
p-adiques V , mais des « B-paires » W = (We,W
+
dR) ou` We est un Be-module libre muni
d’une action semi-line´aire et continue de GK et ou` W
+
dR est un B
+
dR-re´seau de WdR =
BdR⊗Be We stable par GK . Si V est une repre´sentation p-adique, alors W (V ) = (Be⊗Qp
V,B+dR ⊗Qp V ) est une B-paire et cette construction permet de plonger la cate´gorie des
repre´sentations p-adiques dans celle strictement plus grande des B-paires.
La de´finition de Colmez est alors la suivante : si V est une repre´sentation E-line´aire
de GK (ici E est une extension finie de Qp qui est un corps de coefficients pour les
repre´sentations que l’on conside`re) alors on peut lui associer comme ci-dessus une B-paire
E-line´aire W (V ), et on dit que V est trianguline de´ploye´e si W (V ) est une extension suc-
cessive de B-paires de rang 1. On dit que V est trianguline s’il existe une extension finie F
de E telle que F ⊗E V est trianguline de´ploye´e (notons cependant que les « triangulines »
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de Colmez correspondent a` nos « triangulines de´ploye´es »). On dit que V est potentielle-
ment trianguline s’il existe une extension finie L de K telle que V |GL est trianguline. Le
premier re´sultat de cette note (le the´ore`me 3.1) est le suivant.
The´ore`me A. — Si V est une repre´sentation E-line´aire de GQp de dimension 2 qui est
potentiellement trianguline, alors V ve´rifie au moins une des proprie´te´s suivantes :
1. V est trianguline de´ploye´e ;
2. V est une somme de caracte`res ou une induite ;
3. V est une repre´sentation de de Rham tordue par un caracte`re.
La de´monstration du the´ore`me A se fait en utilisant de la descente galoisienne. Les
B-paires ont des pentes (les pentes de frobenius des (ϕ,Γ)-modules correspondants) et
des poids (qui ge´ne´ralisent les poids de Hodge-Tate des repre´sentations p-adiques). La
combinatoire des pentes et des poids est assez rigide et si V est une repre´sentation po-
tentiellement trianguline, soit sa triangulation descend et on est dans le cas (1), soit il y
a des syme´tries supple´mentaires suffisantes pour montrer qu’on est dans le cas (2) ou (3).
Les conditions (1), (2) et (3) du the´ore`me A ne sont pas du tout mutuellement exclu-
sives, et en fait pour tout S ⊂ {1, 2, 3} non vide, il existe une repre´sentation V qui ve´rifie
exactement S. Le cas S = ∅ revient a` la construction d’une repre´sentation p-adique qui
n’est pas potentiellement trianguline, et dans la suite de cet article, nous montrons que
de telles repre´sentations existent.
The´ore`me B. — Il existe des repre´sentations p-adiques de dimension 2 de GQp qui ne
sont pas potentiellement triangulines.
Nous prouvons en fait un re´sultat plus fort, dont voici une conse´quence.
The´ore`me C. — Soit R : GQp → GL2(E) une repre´sentation re´siduellement absolu-
ment irre´ductible. Il existe une extension finie F/E et une representation continue
ρ : GQp → GL2(F 〈t〉)
telle que ρ0 ⊗E F = R et telle que pour tout t ∈ Zp, sauf peut-eˆtre pour un ensemble
de´nombrable d’entre eux, ρt n’est pas potentiellement trianguline.
Ce re´sultat entraˆıne e´videmment le pre´ce´dent : conside´rer par exemple la repre´sentation
sur le module de Tate d’une courbe elliptique sur Qp ayant bonne re´duction supersin-
gulie`re, ou encore une repre´sentation induite convenable. La repre´sentation ρ que l’on
construit est de polynoˆme de Sen et de´terminant constants. Dans de nombreux cas, no-
tamment dans l’exemple pre´ce´dent, on peut prendre F = E dans l’e´nonce´ ci-dessus.
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Remarquons pour terminer que la de´monstration du the´ore`me B n’est pas constructive,
et le lecteur pourra chercher avec profit a` construire explicitement une repre´sentation qui
n’est pas potentiellement trianguline.
1. La cate´gorie des B-paires
Nous commenc¸ons par faire des rappels tre`s succints sur les de´finitions (donne´es dans
[Fon94] par exemple) des divers anneaux que nous utilisons dans cette note. Rappelons
que E˜+ = lim←−x 7→xp OCp est un anneau de caracte´ristique p, complet pour la valuation
valE de´finie par valE(x) = valp(x
(0)) et qui contient un e´le´ment ε tel que ε(n) est une
racine primitive pn-ie`me de l’unite´. On fixe un tel ε dans toute cette note. L’anneau E˜ =
E˜+[1/(ε−1)] est alors un corps qui contient comme sous-corps dense la cloˆture alge´brique
de Fp((ε− 1)). On pose A˜
+ = W (E˜+) et B˜+ = A˜+[1/p]. L’application θ : B˜+ → Cp qui
a`
∑
k≫−∞ p
k[xk] associe
∑
k≫−∞ p
kx
(0)
k est un morphisme d’anneaux surjectif et B
+
dR est
le comple´te´ de B˜+ pour la topologie ker(θ)-adique, ce qui en fait un espace topologique
de Fre´chet. On pose X = [ε] − 1 ∈ A˜+ et t = log(1 + X) ∈ B+dR et on de´finit BdR par
BdR = B
+
dR[1/t]. Soit p˜ ∈ E˜
+ un e´le´ment tel que p˜(0) = p. L’anneau B+max est l’ensemble
des e´le´ments de B+dR qui peuvent s’e´crire sous la forme
∑
n>0 bn([p˜]/p)
n ou` bn ∈ B˜
+ et
bn → 0 quand n→∞ ce qui en fait un sous-anneau de B
+
dR muni en plus d’un frobenius
ϕ qui est injectif, mais pas surjectif. On pose Bmax = B
+
max[1/t] et Be = B
ϕ=1
max . Rappelons
que les anneaux Bmax et BdR sont relie´s, en plus de l’inclusion Bmax ⊂ BdR, par la suite
exacte fondamentale : 0→ Qp → Be → BdR/B
+
dR → 0.
L’anneau B+dR contient Qp ce qui fait que si E est une extension finie de Qp, alors
E ⊗B+dR ≃ (B
+
dR)
[E:Qp] (dans toute cette note, on e´crit E ⊗− plutoˆt que E ⊗Qp − pour
alle´ger les notations). En ce qui concerne E⊗Be, on a le re´sultat suivant (rappelons qu’un
anneau de Be´zout est un anneau inte`gre tel que tout ide´al de type fini est principal).
Proposition 1.1. — Si E est une extension finie de Qp, alors l’anneau E ⊗Be est un
anneau de Be´zout.
De´monstration. — Si E = Qp, alors c’est la proposition 1.1.9 de [Ber08] et le cas ge´ne´ral
fait l’objet du lemme 1.6 de [Nak09].
Tous les anneaux construits ci-dessus admettent une action naturelle de GQp et donc
de GK si K ⊂ Qp. On fait agir GQp trivialement sur E de sorte que E ⊗Be et E ⊗BdR
sont munis d’une action E-line´aire de GQp.
Une E ⊗Be-repre´sentation de GK est un E ⊗Be-module libre de rang fini muni d’une
action semi-line´aire de GK . Si We est une E ⊗ Be-repre´sentation de GK , alors on pose
WdR = (E ⊗BdR)⊗E⊗Be We.
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De´finition 1.2. — Une B⊗E|K -paire est une paireW = (We,W
+
dR) ou`We est une E⊗Be-
repre´sentation de GK et ou` W
+
dR est un E ⊗B
+
dR-re´seau de WdR stable par GK .
Si E = Qp, alors on retrouve la de´finition du §2 de [Ber08] et dans le cas ge´ne´ral,
on retrouve les « E-B-paires de GK » de [Nak09]. Rappelons que l’on note X ⊂ W si
Xe ⊂We et X
+
dR ⊂W
+
dR mais que l’on dit que X est un sous-objet strict de W seulement
si en plus X+dR est sature´ dansW
+
dR. Dans ce cas, le quotientW/X est aussi une B
⊗E
|K -paire.
Si W est une B⊗E|K -paire, et si F est une extension finie galoisienne de E et L est une
extension finie de K, alors F ⊗E W |GL est une B
⊗F
|L -paire, munie en plus d’une action de
Gal(F/E) et d’une action de GK qui e´tend celle de GL. On a alors le re´sultat suivant de
« descente galoisienne ».
Proposition 1.3. — Si W est une B⊗E|K -paire et si X ⊂ F ⊗E W |GL est stable sous
les actions de Gal(F/E) et de GK, alors X
Gal(F/E) avec l’action induite de GK est une
B⊗E|K -paire et X = F ⊗E X
Gal(F/E)|GL.
De´monstration. — La proposition 2.2.1 de [BC08] applique´e a` B = F , M = X et
S = E ⊗Be puis S = E ⊗B
+
dR (si l’on remplace le produit tensoriel comple´te´ ⊗̂ par un
produit tensoriel simple ⊗, ce qui ne change pas la de´monstration) implique que X
Gal(F/E)
e
et (X+dR)
Gal(F/E) sont localement libres de rang fini sur E ⊗ Be et E ⊗ B
+
dR et ve´rifient
X = F ⊗E X
Gal(F/E). Ils sont libres de rang fini (par la proposition 1.1 pour X
Gal(F/E)
e et
car B+dR est principal et le rang est constant pour (X
+
dR)
Gal(F/E)) et comme XGal(F/E) est
stable sous l’action induite de GK , c’est bien une B
⊗E
|K -paire.
2. Pentes et poids des B-paires
Rappelons que par le the´ore`me A de [Ber08] (si E = Qp) et par le the´ore`me 1.36 de
[Nak09] en ge´ne´ral, on a une e´quivalence de cate´gories entre la cate´gorie des B⊗E|K -paires
et celle des (ϕ,ΓK)-modules sur l’anneau E ⊗ B
†
rig,K ou` B
†
rig,K est « l’anneau de Robba
sur K ».
On sait associer, par exemple selon la me´thode de [Ked04], des pentes aux ϕ-modules
sur l’anneau de Robba ; en particulier, on dispose de la notion de ϕ-module isocline de
pente s ou` s ∈ Q et on peut donc de´finir la notion de B⊗E|K -paire isocline de pente s via
l’e´quivalence de cate´gories entre B⊗E|K -paires et (ϕ,ΓK)-modules sur l’anneau E ⊗B
†
rig,K .
On a alors le the´ore`me suivant, qui suit de cette e´quivalence de cate´gories et du the´ore`me
6.10 de [Ked04], le the´ore`me de filtration par les pentes pour les ϕ-modules sur l’anneau
de Robba.
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The´ore`me 2.1. — Si W est une B⊗E|K -paire, alors il existe une filtration canonique
0 =W0 ⊂W1 ⊂ · · · ⊂Wℓ = W
par des sous-B⊗E|K -paires, telle que :
1. pour tout 1 6 i 6 ℓ, le quotient Wi/Wi−1 est isocline ;
2. si l’on appelle si la pente de Wi/Wi−1, alors s1 < s2 < · · · < sℓ.
Notons tout de meˆme que E⊗B†rig,K n’est pas ne´cessairement inte`gre, et donc qu’il faut
un petit argument supple´mentaire (on oublie E puis on utilise le fait que la filtration est
canonique pour le faire re´apparaˆıtre) pour obtenir le the´ore`me ci-dessus, qui est alors le
the´ore`me 1.32 de [Nak09]. Dans cette note, nous n’avons pas besoin de savoir comment
calculer les pentes d’une B-paire. En plus du the´ore`me 2.1, nous n’utilisons que les deux
re´sultats ci-dessous.
Proposition 2.2. — Si V est une repre´sentation E-line´aire de GK alors
W (V ) = ((E ⊗Be)⊗E V, (E ⊗B
+
dR)⊗E V )
est une B⊗E|K -paire, et le foncteur V 7→ W (V ) donne une e´quivalence de cate´gories entre
la cate´gorie des repre´sentations E-line´aires de GK et la cate´gorie des B
⊗E
|K -paires isoclines
de pente nulle.
De´monstration. — Si E = Qp, alors c’est le the´ore`me 3.2.3 de [Ber08] applique´ a` a/h =
0/1 et le cas E-line´aire s’en de´duit imme´diatement.
Si W est une B⊗E|K -paire de rang 1, alors elle n’a qu’une seule pente, que l’on appelle
aussi le degre´ de W , note´ deg(W ). Si W est de rang > 1, alors on pose deg(W ) =
deg det(W ) ce qui fait de deg(·) une fonction additive sur les suites exactes.
Proposition 2.3. — Si X ⊂ W sont deux B⊗E|K -paires de rang 1, alors deg(X) >
deg(W ) et deg(X) = deg(W ) si et seulement si X =W .
De´monstration. — Si E = Qp, cela suit du corollaire 1.2.8 de [Ber08] et le cas E-line´aire
est tout a` fait semblable.
Les poids d’une B-paire W sont une ge´ne´ralisation des poids de Hodge-Tate des
repre´sentations p-adiques. Rappelons que si U est une Cp-repre´sentation de GK , et que si
l’on note HK = Gal(Qp/K(µp∞)) et ΓK = GK/HK , alors la re´union U
HK
fini des sous-K∞-
espaces vectoriels de dimension finie stables par ΓK de U
HK a la proprie´te´ que l’application
Cp ⊗K∞ U
HK
fini → U est un isomorphisme (cf. [Sen81]). L’espace U
HK
fini est muni de l’ap-
plication K∞-line´aire ∇U = log(γ)/ logp(χ(γ)) avec γ ∈ ΓK \ {1} suffisamment proche
de 1. Le polynoˆme caracte´ristique de ∇U est alors a` coeffcients dans K, et meˆme dans
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E⊗K si U est de plus E-line´aire. Les racines de ce polynoˆme sont les poids de Sen de U
(le nombre de racines de´pend de la de´composition de E ⊗K, ce qui explique l’inclusion
e´ventuellement stricte dans le (2) de la proposition 2.4 ci-dessous).
Si W est une B⊗E|K -paire, alors W
+
dR/tW
+
dR est une E ⊗ Cp-repre´sentation de GK et
on pose DSen(W ) = (W
+
dR/tW
+
dR)
HK
fini . Les poids de W sont alors les poids de Sen de ∇W
agissant sur DSen(W ). Notons poids(W ) l’ensemble des poids de Sen de W compte´s avec
multiplicite´. La proposition ci-dessous est inspire´e des calculs du §3 de [Fon04]. On e´crit
“poids(X) ⊂ poids(W ) +Z>0” pour exprimer le fait que tout poids de X est de la forme
w + a ou` w est un poids de W et a ∈ Z>0.
Proposition 2.4. — Si X ⊂W sont deux B⊗E|K -paires, alors
1. poids(X) ⊂ poids(W ) + Z>0 ;
2. si X est un sous-objet strict de W , alors poids(W ) ⊃ poids(W/X) ∪ poids(X) ;
3. si X et W sont de meˆme rang et poids(X) = poids(W ), alors X = W .
De´monstration. — Commenc¸ons par montrer le (2). Si X est un sous-objet strict de W ,
alors on a une suite exacte 0 → X+dR → W
+
dR → (W/X)
+
dR → 0 et donc 0 → DSen(X) →
DSen(W )→ DSen(W/X)→ 0 ce qui permet de conclure.
Le (2) implique que pour montrer le (1), on peut se ramener au cas ou` X et W
sont de meˆme rang. Notons tW la B-paire tW = (We, tW
+
dR) de sorte que poids(tW ) =
poids(W ) + 1. Comme deux B+dR-re´seaux sont commensurables, il existe h > 0 tel que
thW ⊂ X et en conside´rant la suite d’inclusions
X = X + thW ⊂ X + th−1W ⊂ · · · ⊂ X + tW ⊂ X +W =W,
on voit que pour montrer le (1), on peut en plus supposer que tW ⊂ X ⊂ W . Dans ce
cas, on a deux suites exactes
0→ W+dR/tW
+
dR →W
+
dR/X
+
dR
0→ t(W+dR/X
+
dR)→ X
+
dR/tX
+
dR → W
+
dR/tW
+
dR
qui montrent que les poids de X sont dans poids(W ) ∪ poids(W ) + 1.
Enfin pour montrer le (3), on voit que si poids(X) = poids(W ), alors on a e´galite´ a`
chaque e´tape ci-dessus et que cela implique W = X . On peut aussi se ramener au cas de
rang 1 en prenant le de´terminant.
SiW est une B⊗E|K -paire, alorsWdR est une BdR-repre´sentation de GK et ces objets sont
e´tudie´s dans le §3 de [Fon04]. SiW est une B⊗E|K -paire, alors on dit qu’elle est de de Rham
si la BdR-repre´sentation WdR est triviale. Remarquons que si V est une repre´sentation
E-line´aire de GK alors V est de de Rham si et seulement si W (V ) est de de Rham.
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Proposition 2.5. — Si W est une B⊗E|K -paire a` poids entiers et si X ⊂ W est une
B⊗E|K -paire de rang 1, alors X est de de Rham.
De´monstration. — Comme Qp ⊂ BdR, on a une de´composition E ⊗ BdR = B
[E:Qp]
dR qui
est compatible a` l’action naturelle de GL sur les deux membres si L est une extension
de Qp qui contient E. Si l’on choisit une extension finie L de Qp qui contient K et E,
alors on en de´duit une de´composition (X|GL)dR = ⊕
[E:Qp]
i=1 X
(i)
dR. Chaque X
(i)
dR est une BdR-
repre´sentation de dimension 1 dont le poids appartient a` Z et qui est donc triviale par les
re´sultats du §3.7 de [Fon04]. C’est donc que X|GL est de de Rham et donc X aussi.
3. Repre´sentations potentiellement triangulines
Si V est une repre´sentation E-line´aire de GK , alors on peut lui associer par la proposi-
tion 2.2 une B⊗E|K -paire W (V ), et on dit que V est trianguline de´ploye´e si W (V ) est une
extension successive de B⊗E|K -paires de rang 1. On dit que V est trianguline s’il existe une
extension finie F de E telle que F⊗EV est trianguline de´ploye´e. Etant donne´ l’e´quivalence
de cate´gories entre B⊗E|K -paires et (ϕ,ΓK)-modules sur E⊗B
†
rig,K cette de´finition est com-
patible avec les de´finitions 4.1 et 3.4 de [Col08] (a` ceci pre`s que les « triangulines » de
Colmez correspondent a` nos « triangulines de´ploye´es »). On dit que V est potentiellement
trianguline s’il existe une extension finie L de K telle que V |GL est trianguline.
The´ore`me 3.1. — Si V est une repre´sentation E-line´aire de GQp de dimension 2 qui
est potentiellement trianguline, alors V ve´rifie au moins une des proprie´te´s suivantes :
1. V est trianguline de´ploye´e ;
2. V est une somme de caracte`res ou une induite ;
3. V est une repre´sentation de de Rham tordue par un caracte`re.
De´monstration. — Soit W = W (V ) la B⊗E|Qp-paire isocline de pente nulle associe´e a` V
comme dans la proposition 2.2. Si V est potentiellement trianguline, alors il existe une
extension finie F de E, et une extension finie K de Qp, que l’on peut supposer toutes les
deux galoisiennes, telles que l’on puisse e´crire
0→ X → F ⊗E W |GK → Y → 0
avec X et Y deux B⊗F|K -paires de rang 1. Si g ∈ Gal(F/E) ou bien si g ∈ GQp, alors g(X)
et g(Y ) sont aussi deux B⊗F|K -paires de rang 1 et on a
0→ g(X)→ F ⊗E W |GK → g(Y )→ 0.
Si g(X) = X quel que soit g ∈ Gal(F/E) et quel que soit g ∈ GQp, alors la proposition
1.3 montre que X provient d’une B⊗E|Qp-paire ce qui fait qu’on est dans le cas (1).
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Le reste de la de´monstration est donc consacre´ a` examiner le cas ou` il existerait un
g ∈ Gal(F/E) ou bien un g ∈ GQp tel que g(X) 6= X . Dans ce cas, on a g(X)∩X = {0}
et donc g(X) →֒ Y . Comme W et donc F ⊗E W |GK est de pente nulle, le the´ore`me 2.1
implique que deg(X) > 0. Si deg(X) = 0, alors deg(X ⊕ g(X)) = 0 et la proposition
2.3 applique´e a` l’inclusion det(X ⊕ g(X)) ⊂ det(F ⊗E W |GK) montre que F ⊗E W |GK
est somme directe de X et g(X). Par l’e´quivalence de cate´gories de la proposition 2.2, la
repre´sentation F ⊗E V |GK est somme directe de deux caracte`res de GK ce qui fait par le
lemme 3.2 ci-dessous que l’on est dans le cas (2).
Supposons donc que deg(X) > 0. Comme V est une repre´sentation E-line´aire de GQp
les poids de Sen de V et donc de W sont les deux racines λ et µ ∈ Qp du polynoˆme
caracte´ristique de ∇W qui est a` coefficients dans E. Les poids de F ⊗E W |GK sont donc
des uplets de λ et de µ. Par le (2) de la proposition 2.4, les poids de Sen de X et de Y
sont aussi des uplets de λ et de µ.
Supposons tout d’abord que λ − µ /∈ Z. Toujours par le (2) de la proposition 2.4, le
poids de g(X) est aussi un uplet de λ et de µ et comme g(X) →֒ Y c’est par ailleurs un
uplet d’e´le´ments de λ+Z et de µ+Z par le (1) de la proposition 2.4. Si λ−µ /∈ Z, le poids
de g(X) est donc ne´cessairement e´gal a` celui de Y et par le (3) de la proposition 2.4, on
a g(X) = Y . Comme deg g(X) = deg(X) > 0 et deg(Y ) < 0, on a une contradiction et
le cas λ− µ /∈ Z ne peut pas se produire s’il existe g tel que g(X) 6= X avec deg(X) > 0.
Nous sommes donc ramene´s a` examiner la situation ou` λ− µ = a ∈ Z et deg(X) > 0.
Quitte a` tordre V par un caracte`re de poids −µ, on peut supposer que les poids de Sen
de V sont 0 et a ∈ Z. Nous allons montrer que V est alors de de Rham. Pour cela,
remarquons que X ⊕ g(X) ⊂ F ⊗E W |GK et que bien que cette inclusion ne soit pas une
e´galite´, on a XdR ⊕ g(XdR) = F ⊗E WdR|GK puisque les deux BdR-espaces vectoriels sont
de meˆme dimension. Afin de terminer la de´monstration, on applique la proposition 2.5
qui montre que X et g(X) sont de de Rham et donc W aussi.
Lemme 3.2. — Si V est une repre´sentation E-line´aire de GQp de dimension 2 telle
qu’il existe une extension finie K de Qp ve´rifiant V |GK = V1 ⊕ V2 alors soit V est une
somme de caracte`res, soit V est une induite.
De´monstration. — On peut supposer que K est une extension galoisienne de Qp. Si
V1 6= V2 alors le lemme ne pose pas de difficulte´. Si V1 = V2 alors posons H = GK et
G = GQp . La the´orie de la ramification montre qu’il existe une suite de groupes
H = H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hn = G
telle que Hi est distingue´ dans G et Hi+1/Hi est cyclique (en d’autres termes, G/H est
hyper-re´soluble). Il existe alors g1, . . . , gn ∈ G tels que Hi = 〈Hi−1, gi〉. Si V est une
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somme de caracte`res, alors on a termine´ et sinon il existe 1 6 m 6 n tel que V |Hi−1
est somme de deux caracte`res e´gaux mais pas V |Hi. La repre´sentation V |Hi n’est pas
irre´ductible car Hi = 〈Hi−1, gi〉 et Hi−1 agit par des homothe´ties, ce qui fait que quitte a`
remplacer K par Q
Hi
p , on est ramene´ au cas V1 6= V2.
4. Parties fines d’un espace analytique
Afin de montrer les the´ore`mes B et C de l’introduction, nous avons besoin de faire
quelques rappels et comple´ments sur les espaces rigides analytiques p-adiques. Si X est
un tel espace et x ∈ X en est un point ferme´, nous de´signons par K(x) = OX ,x/Mx
le corps re´siduel de x, qui est une extension finie de Qp. On rappelle que X est dit de
dimension finie si l’ensemble {dimOX ,x}x∈X est borne´, auquel cas dim(X ) est le maximum
de cet ensemble. Tous les espaces ci-dessous sont suppose´s de dimension finie. Nous notons
B la boule unite´ ferme´e de dimension 1 sur Qp (d’alge`bre affino¨ıde Qp〈t〉).
Un espace rigide est dit de type de´nombrable s’il admet un recouvrement (non ne´ces-
sairement admissible) par un nombre de´nombrable d’ouverts affino¨ıdes. Cette proprie´te´
est bien entendue stable par re´unions disjointes de´nombrables quelconques.
Lemme 4.1. — Si X est un affino¨ıde, alors il existe une famille de´nombrable d’ouverts
affino¨ıdes U = (Ui)i>0 de X telle que pour tout x ∈ X et tout voisinage ouvert affino¨ıde
V de x, il existe un entier i tel que x ∈ Ui ⊂ V.
De´monstration. — Si X est la boule unite´ Bn, de parame`tres t1, . . . , tn, alors nous pou-
vons prendre pour U la collection de toutes les sous-boules affino¨ıdes dont le centre
x est tel que les ti(x) sont alge´briques sur Q (rappelons que les rayons possibles sont
de´nombrables). En ge´ne´ral, nous pouvons trouver par de´finition une immersion ferme´e
X → Bn pour n assez grand, et l’image inverse dans X de la collection pre´ce´dente d’ou-
verts affino¨ıdes de Bn a les proprie´te´s requises.
Corollaire 4.2. — Si X est de type de´nombrable, alors de tout recouvrement de X par
des ouverts admissibles on peut extraire un recouvrement de´nombrable. De plus, tout ferme´
et tout ouvert de X est encore de type de´nombrable.
De´monstration. — Pour le premier point, X e´tant de type de´nombrable on peut le sup-
poser affino¨ıde, auquel cas cela de´coule du lemme pre´ce´dent. La seconde assertion est
e´vidente pour un ferme´, et dans le cas d’un ouvert elle se rame`ne a` voir qu’un ouvert
d’un affino¨ıde est de type de´nombrable, ce qui de´coule encore du lemme 4.1 ci-dessus.
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De´finition 4.3. — Si X est un espace rigide, une partie A ⊂ X sera dite fine s’il existe
un espace rigide Y de type de´nombrable, ainsi qu’un morphisme analytique f : Y → X ,
tels que dim(Y) < dim(X ) et A ⊂ f(Y).
Par exemple, si dim(X ) = 1, ses parties fines sont ses parties de´nombrables. Le corps
Qp e´tant inde´nombrable il est bien connu qu’une telle partie est propre. Nous allons
maintenant ve´rifier que ce re´sultat s’e´tend en toute dimension.
Lemme 4.4. — Soient X un espace analytique et A ⊂ X une partie fine.
1. Si U ⊂ X est un ouvert admissible de dimension dim(X ), alors A∩U est une partie
fine de U .
2. Si ν : X ′ → X est un morphisme fini tel que dim(X ′) = dim(X ), alors ν−1(A) est
une partie fine de X ′. Cela vaut en pariculier si ν est la normalisation de X .
3. Si X est irre´ductible et si {Xλ}λ∈Λ est un ensemble inde´nombrable de ferme´s de X
irre´ductibles, deux a` deux distincts, et de dimension dim(X ) − 1, alors hors d’un
ensemble de´nombrable de λ ∈ Λ, la partie A∩ Xλ est une partie fine de Xλ.
De´monstration. — Le (1) de´coule de la de´finition et de ce qu’un ouvert d’un espace
de type de´nombrable l’est encore. Pour le (2), e´crivons A ⊂ f(Y) avec Y de type
de´nombrable et de dimension < dim(X ) ; l’ensemble ν−1(A) est inclus dans l’image du
morphisme naturel Y ×X X
′ → X ′. Cela permet de conclure car l’espace Y ×X X
′ est de
type de´nombrable, e´tant fini sur Y qui a cette proprie´te´, et de dimension 6 dim(Y) <
dim(X ′) pour la meˆme raison.
Ve´rifions a` pre´sent le (3). On peut supposer que A = f(Y) avec dim(Y) 6 n − 1
ou` n = dim(X ). Soit Λ′ ⊂ Λ le sous-ensemble des λ tels que Y ait une composante
irre´ductible T avec f(T ) Zariski-dense dans Xλ. Comme Y est de type de´nombrable, il
en va de meˆme de sa normalisation, de sorte que Y n’a qu’un nombre de´nombrable de
composantes irre´ductibles, et donc Λ′ est de´nombrable.
Posons Aλ = A ∩ Xλ et conside´rons λ ∈ Λ tel que Aλ n’est pas une partie fine de
Xλ. Nous allons montrer que λ ∈ Λ
′. L’espace Yλ = f
−1(Xλ) est un ferme´ de Y et en
particulier il est de type de´nombrable. Comme Aλ ⊂ f(Yλ) n’est pas une partie fine de
Xλ, l’espace Yλ est de dimension > n − 1. Il vient que dim(Yλ) = dim(Y) = n − 1 car
dim(Y) 6 n− 1. La de´composition en composantes irre´ductibles de la nilre´duction de Yλ
est donc de la forme T ∪ T ′ ou` T est une re´union non vide de composantes irre´ductibles
Ti de Y et dim(T
′) < n−1. Si pour chaque i, l’adhe´rence Zariski Zi de f(Ti) dans Xλ est
stricte, donc de dimension < dimXλ par irre´ductibilite´ de Xλ, alors Aλ est inclus dans la
partie fine f(T ′) ∪ (∪iZi) de Xλ. On en de´duit que l’un des f(Ti) est Zariski-dense dans
Xλ, et donc que λ ∈ Λ
′.
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Si K est une extension finie de Qp, nous entendons par K-boule de dimension r l’af-
fino¨ıde BrK sur Qp d’alge`bre K〈t1, t2, . . . , tr〉. Si X est un affino¨ıde et si x ∈ X en est
un point re´gulier, rappelons qu’un re´sultat classique duˆ a` Kiehl [Kie67, Thm. 1.18] as-
sure l’existence d’un voisinage ouvert affino¨ıde U de x dans X qui est isomorphe a` une
K(x)-boule(1).
Proposition 4.5. — Si X est un espace analytique de dimension > 0, alors une partie
fine de X en est une partie stricte.
Plus pre´cise´ment, soit A ⊂ X une partie fine et soit x ∈ X tel que dimOX ,x =
dim(X ) > 0. Si x est re´gulier, alors on peut trouver un morphisme analytique
ι : B1K(x) −→ X
tel que ι(0) = x, tel que ι−1(A) est de´nombrable, et qui est une immersion ferme´e vers
un voisinage affino¨ıde de x. Si x n’est pas re´gulier, on peut encore trouver un ι comme
ci-dessus satisfaisant les deux premie`re conditions, si l’on s’autorise a` remplacer K(x)
par une extension finie.
De´monstration. — Soit A = f(Y) ⊂ X une partie fine et x ∈ X de dimension dimX > 0.
De´montrons tout d’abord l’assertion concernant le cas ou` x est re´gulier. D’apre`s le (1)
du lemme 4.4 et le re´sultat de Kiehl, on peut supposer que X est une K(x)-boule de
dimension dim(X ) = n > 0. Si n = 1 alors A est de´nombrable et le re´sultat est e´vident.
Sinon on proce`de par re´currence sur n. On choisit une famille inde´nombrable de sous-
K(x)-boules ferme´es centre´es en x et de dimension n − 1 (par exemple t1 = λt2 pour
λ ∈ Z×p ), et on conclut par le (3) du lemme 4.4.
La premie`re assertion de la proposition s’en de´duit car on peut supposer que X est
re´duit, auquel cas son lieu re´gulier est un ouvert Zariski et Zariski-dense, donc contient
un point de dimension dimX .
Ve´rifions le dernier point. Quitte a` remplacer X par un ouvert affino¨ıde de dimension
dim(X ), et d’apre`s le (1) du lemme 4.4, on peut supposer que X est affino¨ıde contenant
x, puis que X est normal et connexe d’apre`s le (2) du meˆme lemme. Par normalisation
de Noether-Tate, on peut donc trouver un morphisme fini et surjectif π : X → Bn avec
n = dim(X ). Par conse´quent, π(A) est une partie fine de Bn. Par l’argument pre´ce´dent,
il existe une immersion ferme´e B1K(π(x)) → B
n
K(π(x)) ne rencontrant π(A) qu’en un sous-
ensemble de´nombrable. L’image inverse C de cette boule dans X ×K(π(x)) est un ferme´
d’e´qui-dimension 1 contenant x et ne recontrant A qu’en un sous-ensemble de´nombrable.
Quitte a` normaliser C, on peut finalement supposer que X est re´gulier de dimension 1,
et on conclut encore par le re´sultat de Kiehl.
(1)Nous remercions Laurent Fargues de nous avoir indique´ cette re´fe´rence.
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5. Repre´sentations non potentiellement triangulines
5.1. Rappel sur les espaces de de´formations. — Soit q une puissance de p, Fq
le corps fini a` q e´le´ments, Qq l’extension non ramifie´e de Qp de corps re´siduel Fq et Zq
l’anneau des entiers de Qq. Soit
r : GQp → GL2(Fq)
une repre´sentation continue et absolument irre´ductible. D’apre`s un re´sultat classique de
Mazur (cf. [Maz89]), le foncteur des de´formations de r aux Zq-alge`bres locales finies de
corps re´siduel Fq est pro-repre´sentable par une Zq-alge`bre locale noethe´rienne comple`te
R(r) de corps re´siduel Fq. On de´signe par X (r) l’espace analytique p-adique associe´ par
Berthelot a` R(r)[1/p]. D’apre`s un the´ore`me de Tate, si δ = dimFq HomGQp (r, r(1)), alors
dimFq H
2(GQp, ad(r)) = δ et dimFq H
1(GQp , ad(r)) = 5 + δ. Lorsque r 6≃ r(1), ce qui est
par exemple toujours satisfait si p > 3, il vient que R(r) ≃ Zq[[t0, t1, . . . , t4]], de sorte que
X (r) est isomorphe a` la boule unite´ ouverte de dimension 5 sur Qq. Dans tous les cas,
comme on le verra ci-dessous, X (r) est re´gulier de dimension 5.(2)
Le Qq-espace analytique X (r) jouit d’une proprie´te´ universelle que nous rappelons a`
pre´sent. Soit Y un Qq-affino¨ıde et ρ : GQp → GL2(O(Y)) une repre´sentation continue.
Pour y ∈ Y , on note ρy : GQp → GL2(K(y)) l’e´valuation de ρ en y. On note aussi ky
le corps re´siduel de K(y), qui est alors muni d’un morphisme naturel Fq → ky, ainsi
que ρy : GQp → GL2(ky) la repre´sentation re´siduelle semi-simplifie´e de ρy. On dit que
ρ est re´siduellement constante et e´gale a` r si ρy ≃ r ⊗Fq ky pour tout y ∈ Y . Si Y est
connexe, il suffit pour cela que cela soit vrai pour un y ∈ Y . Les points de X (r) dans
un Qq-affino¨ıde Y sont en bijection canonique avec les classes d’isomorphisme de O(Y)-
repre´sentations continues ρ : GQp → GL2(O(Y)) qui sont re´siduellement constantes et
e´gales a` r. Cela vaut en particulier pour les points ferme´s x ∈ X (r), qui sont en bijection
avec les classes d’isomorphisme de rele`vements rx : GQp → GL2(K(x)) de r. Enfin, cette
proprie´te´ universelle applique´e aux Qq-alge`bres locales artiniennes assure que pour tout
x dans X (r), ÔX ,x est canoniquement isomorphe a` la de´formation (pro-)universelle de
rx au sens de Mazur. Comme rx 6≃ rx(1) pout tout x ∈ X (r), les the´ore`mes de Tate
montrent bien que X (r) est re´gulier de dimension 5.
(2)Supposons r ≃ r(1). Si p = 2 ou p = 3, on peut voir qu’en fait X (r) est la re´union de p boules unite´s
ouvertes sur Qq ; mieux, on a R(r) ≃ Zq[[t0, t1, . . . , t4]][µp]. En effet, c’est une observation du second
auteur quand p = 2, utilisant le morphisme naturel µ2 → GabQ2 → R(r)
× ; le cas p = 3 est plus subtil et
a e´te´ re´cemment obtenu par G. Bo¨ckle.
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5.2. Points potentiellement triangulins de X (r). — Etant donne´e une proprie´te´
de repre´sentations, on dira que x ∈ X (r) a cette proprie´te´ si la repre´sentation asscoie´e rx
a cette proprie´te´.
Conjecture 5.1. — L’ensemble des points potentiellement triangulins est une partie
fine de X (r).
Un point technique nous empeˆche de de´montrer cette conjecture, mais nous en mon-
trons ci-dessous une variante a` poids de Hodge-Tate-Sen et de´terminant fixe´s. La the´orie
de Tate-Sen nous fournit un polynoˆme P (T ) = T 2 + aT + b ∈ O(X (r))[T ] tel que pour
tout x ∈ X (r) l’e´valuation (des coefficients) de P (T ) en x est le polynoˆme de Sen de rx.
On dispose de plus d’une fonction λ ∈ R(r)× qui est l’e´valuation en p ∈ Q×p = G
ab
Qp
du
de´terminant de la repre´sentation universelle GQp → GL2(R(r)).
Fixons une extension finie E de Qq ainsi que P0 ∈ E[T ] unitaire de degre´ 2 et λ0 ∈ O
×
E ,
et conside´rons X0 ⊂ X (r)×Qq E le ferme´ de´fini par les e´quations P = P0 et λ = λ0. C’est
un espace rigide sur E dont chaque composante irre´ductible est de dimension > 2 par le
hauptidealsatz de Krull.(3)
The´ore`me 5.2. — Pour tout (P0, λ0), l’ensemble des points potentiellement triangulins
de chacune des composantes irre´ductibles de X0 en est une partie fine.
Ce the´ore`me entraˆıne le The´ore`me C de l’introduction par la proposition 4.5, ainsi
donc que le the´ore`me B.
Soit V une E-repre´sentation trianguline de dimension 2 qui est absolument irre´ductible
et Drig(V ) le (ϕ,Γ)-module e´tale sur l’anneau de Robba associe´ a` V . Soient F une exten-
sion finie de E, ainsi que des caracte`res δi : Q
×
p → F
× pour i = 1, 2, tels que Drig(V )⊗EF
soit une extension de (B†rig,Qp⊗F )(δ2) par (B
†
rig,Qp
⊗F )(δ1). On note x : Q
×
p → F
× l’inclu-
sion et on pose χ = x|x| (c’est le caracte`re cyclotomique). Rappelons que si δ1δ
−1
2 ∈ χx
N
alors quitte a` tordre la repre´sentation V par un caracte`re, soit V est semistable non cris-
talline, soit V est cristalline telle que le quotient des deux valeurs propres de son frobenius
cristallin est p±1.
Lemme 5.3. — Soit O la de´formation pro-universelle de V aux E-alge`bres artiniennes
de corps re´siduel E, parame´trant les de´formations de polynoˆme de Sen et de´terminant
constants. Si δ1δ
−1
2 /∈ χx
N, alors O ≃ E[[X, Y ]].
De´monstration. — Si O′ est la de´formation pro-universelle de V aux E-alge`bres ar-
tiniennes de corps re´siduel E, alors on a de´ja` vu que O′ ≃ E[[X1, . . . , X5]]. Soient
(3)Un argument de torsion permet de voir que ces composantes irre´ductibles sont de dimension 3 au plus.
Il est probable qu’elles soient toutes de dimension exactement 2, mais ceci est inutile pour la suite.
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T 2 + aT + b ∈ O[T ] le polynoˆme de Sen universel, λ ∈ O× la valeur en p du de´terminant
de la de´formation universelle, et (T 2 + a0T + b0, λ0) ∈ E[T ]×E
× leurs e´valuations en 0.
Par de´finition,
O = O′/(a− a0, b− b0, λ− λ0).
D’apre`s un re´sultat classique sur les anneaux locaux re´guliers, il suffit de voir que les
images de a − a0, b − b0 et λ − λ0 sont line´airement inde´pendantes sur E dans M/M
2
ou` M est l’ide´al maximal de O′. Il suffit de le ve´rifier apre`s extension des scalaires a`
F , et donc de voir qu’il existe des de´formations V˜ de V ⊗E F a` F [ε]/(ε)
2 telles que
(a(V˜ )−a0, b(V˜ )−b0, λ(V˜ )−λ0) soit quelconque dans (εF )
3. Par l’hypothe`se sur δ1δ
−1
2 , cela
re´sulte de [BC09, Prop. 2.3.10 (ii)], qui montre que l’on peut meˆme choisir V˜ trianguline
sur F [ε]/(ε2) au sens de loc.cit.
Ainsi, si la repre´sentation R de l’e´nonce´ du the´ore`me C satisfait les hypothe`ses du
lemme ci-dessus, alors le point correspondant a` R dans l’espace X0 ⊂ X (R) approprie´
est un point re´gulier. Dans ce cas, on peut donc prendre F = E dans l’e´nonce´ de ce
the´ore`me, d’apre`s la proposition 4.5. La pre´cision suivant l’e´nonce´ du the´ore`me C de
l’introduction s’en de´duit. Cela de´montre en particulier qu’il existe des repre´sentations
non potentiellement triangulines qui sont a` coefficients dans Qp.
5.3. Preuve du the´ore`me 5.2. — Le reste du chapitre est consacre´ a` la de´monstration
du the´ore`me 5.2. D’apre`s le the´ore`me A de l’introduction, il y a trois types (non exclusifs)
de repre´sentations potentiellement triangulines :
(a) les repre´sentations de de Rham tordues par un caracte`re ;
(b) les induites d’un caracte`re d’une extension quadratique de Qp ;
(c) les repre´sentations triangulines (de´ploye´es).
Ces repre´sentations vivent dans des familles analytiques naturelles que nous de´crivons a`
pre´sent. Conside´rons tout d’abord le cas (b), qui est le plus simple. Il ne serait pas difficile
d’expliciter la famille universelle (de dimension 3) forme´e de toutes les repre´sentations de
type (b). C’est cependant inutile pour l’application au the´ore`me 5.2 car a` de´terminant et
polynoˆme de Sen fixe´s, il n’y a qu’un nombre de´nombrable de telles repre´sentations.
En effet, il n’y a d’une part qu’un nombre fini d’extensions quadratiques K de Qp
(3 si p > 3 et 7 si p = 2). D’autre part, fixons K une extension finie de Qp et notons
Σ l’ensemble des [K : Qp] plongements de K dans Qp. Si η : G
ab
K = K̂
× → Q
×
p est
un caracte`re continu, il existe des e´le´ments uniques aσ ∈ Qp, σ ∈ Σ, tels que η(x) =∏
σ∈Σ σ(x)
aσ pour tout x dans un sous-groupe ouvert assez petit de O×K . En particulier,
le caracte`re η est d’ordre fini si, et seulement si, aσ = 0 pour tout σ ∈ Σ ; la donne´e des
aσ de´termine donc η a` multiplication pre`s par un caracte`re d’ordre fini (et en particulier,
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un ensemble de´nombrable de caracte`res). On conclut car le polynoˆme de Sen de Ind
GQp
GK
η
est exactement
∏
σ∈Σ(T − aσ).
Inte´ressons nous maintenant au cas (c). Colmez a de´fini dans [Col08] l’espace S des
repre´sentations triangulines (nous nous limitons ici aux repre´sentations irre´ductibles). Par
construction, c’est un espace analytique sur Qp de type de´nombrable, e´qui-dimensionnel
de dimension 4, et muni d’un morphisme naturel vers l’espace D des caracte`res p-adiques
de (Q×p )
2 (une re´union disjointe finie de copies de G2m×W
2 ou`W est la boule unite´ ouverte
de dimension 1 sur Qp). L’espace de´fini par Colmez est construit de manie`re ad-hoc de
sorte que ses points ferme´s parame`trent les repre´sentations triangulines. Contrairement
a` ce que l’on pourrait penser, il n’existe pas de famille analytique de repre´sentations
galoisiennes sur S qui se spe´cialise en tout point sur la repre´sentation parame´tre´e par ce
point ; une premie`re obstruction vient de ce que la repre´sentation re´siduelle associe´e n’est
pas constante sur S. Cependant, Colmez de´montre une forme faible de ce type d’e´nonce´
qui est suffisante pour notre application (mais pas tout a` fait pour la conjecture 5.1). Si
x ∈ S est un point ferme´, il lui est associe´ un point δ(x) ∈ D, c’est a` dire une paire de
caracte`res continus δi,x : Q
×
p → K(x)
× pour i = 1, 2. Par construction, le Drig de la K(x)-
repre´sentation Vx associe´e a` x est une extension non triviale de (B
†
rig,Qp
⊗K(x))(δ2,x) par
(B†rig,Qp ⊗K(x))(δ1,x). On note
S ′ ⊂ S
l’ouvert admissible de S de´fini par la condition (δ1,x/δ2,x)(p) /∈ p
Z. L’application naturelle
S ′ → D est alors une immersion ouverte, et d’apre`s [Col08, Prop. 5.2], pour tout x ∈ S ′
il existe un voisinage affino¨ıde Bx de x dans S
′ qui est une K(x)-boule, ainsi qu’une
repre´sentation continue ρBx : GQp → GL2(O(Bx)), dont l’e´valuation en chaque y ∈ Bx
est isomorphe a` Vy. Comme S
′ est de type de´nombrable, car D l’est, on peut extraire du
recouvrement des Bx un recouvrement de´nombrable {Bx}x∈I avec I ≃ Z>0. On pose alors
S ′dec =
∐
x∈I
Bx.
Il s’agit d’une “de´connexion” non canonique de S ′. On a par ailleurs une immersion
ouverte surjective e´vidente S ′dec → S
′ ainsi qu’une repre´sentation galoisienne naturelle
ρS
′
dec : GQp → GL2(O(S
′
dec)) obtenue a` partir des ρ
Bx pour x ∈ I. Notons enfin que via
l’inclusion S ′ ⊂ D, l’ope´ration consistant a` fixer le polynoˆme de Sen et le de´terminant en
p est encore parfaitement transparente, et que les lieux obtenus sont de type de´nombrable
et e´qui-dimensionnels de dimension 4− 3 = 1.
Il nous faut maintenant comprendre S\S ′. Remarquons que lorsque le polynoˆme de
Sen d’une repre´sentation trianguline x ∈ S est donne´, on connaˆıt les deux caracte`res
δ1,x|Z×p et δ2,x|Z×p a` des caracte`res d’ordre fini pre`s. Si de plus on ne s’interesse qu’a` des
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repre´sentations dans S\S ′ dont le de´terminant en p est aussi donne´, cela de´termine un
nombre de´nombrable de δi,x(p) possibles, et donc de paires de δi,x possibles. Pour chacune
de ces paires, il y a en fait une et une seule repre´sentation trianguline associe´e dans S\S ′,
a` moins que δ1,x/δ2,x ne soit de la forme z 7→ z
i|z| pour un entier i > 1, d’apre`s [Col08,
Thm. 2.9].(4) Mais dans ce cas, les repre´sentations possibles sont des torsions par un
caracte`re de repre´sentations semi-stables, et sont donc du type (a).
Terminons enfin par le type (a). Le lieu de de Rham de X (r), s’il est non vide, est un
ferme´ analytique (cf [BC08]). En particulier, il est de type de´nombrable. Sa dimension
a e´te´ calcule´e par Kisin dans [Kis08, Thm. 3.3.8 ] : elle est toujours 6 1. Par torsion, on
en de´duit que pour tout caracte`re η : GQp → F
× (F e´tant une extension finie de E), le
lieu des x ∈ X (r)×E F tels que rx ⊗ η soit de de Rham est encore un ferme´ analytique
de dimension 6 1.
Pour re´capituler, nous avons de´montre´ le re´sultat suivant :
Lemme 5.4. — Il existe un E-espace analytique Y, ainsi qu’une repre´sentation continue
ρ : GQp → O(Y)
×, tels que :
– Y est de type de´nombrable et de dimension 6 1,
– le polynoˆme de Sen de ρ est constant e´gal a` P0, et son de´terminant en p est constant
e´gal a` λ0,
– pour tout point x ∈ X0 potentiellement triangulin, il existe y ∈ Y, et des plongements
de K(x) et K(y) dans Qp, tels que ρy ⊗K(y) Qp ≃ rx ⊗K(x) Qp,
– pour tout y ∈ Y, la repre´sentation ρy est potentiellement trianguline.
En effet, on peut prendre pour Y la re´union disjointe de : l’ensemble de´nombrable
des points de type (b), l’ensemble de´nombrable des points de type (c) dans S\S ′ qui ne
sont pas de type (a), l’espace S ′dec, et pour chaque η : GQp → F
× dans un ensemble
de´nombrable, du lieu de de Rham de X (r)×E F .
Le the´ore`me 5.2 est maintenant imme´diat : soit Y(r) ⊂ Y l’ouvert ferme´ sur lequel
la repre´sentation ρ ci-dessus est re´siduellement constante et isomorphe a` r. Par la pro-
prie´te´ universelle de X (r), et donc de X0, la repre´sentation ρ correspond a` un morphisme
analytique f : Y(r)→ X0. De plus, f(Y(r)) est exactement l’ensemble des points poten-
tiellement triangulins de X0. Il vient que f(Y(r)) est fine dans X0 car chaque composante
irre´ductible de X0 est de dimension > 2.
(4)Notons que l’autre cas a priori exceptionnel, ou` δ1,x/δ2,x est de la forme z 7→ z−i pour i > 0, ne
se produit pas pour x ∈ S, car il ne correspond pas a` un (ϕ,ΓQp)-module e´tale si i 6= 0, et qu’il est
re´ductible si i = 0.
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